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混合電解質水溶液のPitzer式 ( その5 )
一複数種の電気的中性化学種が溶解している混合電解質水溶液のPitzer式
Pitzer Equation for Aqueous Solution of M ixed Electrolytes (V): Pitzer Equation 
for M ixed Electrolyte Solution Dissolving More than One Electrically Neutral 
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複数種の電気的中性化学種が溶解している多成分系混合電解質水溶液に関する Pitzer式を導いた。 Pitzer (1991 , Ion in- 
teraction approach: theory and data correlation. In: Pitzer, K. S. (ed ) Activity Coef ficients in Electrolyte Solutions, 2nd edi- 
tion. CRC Press, Boca Raton, 75-153) およびPitzer (1995, Thermodynamics. 626p., McGraw-Hill, New York) が示し
た結果になることを計算過程を詳し く示して明らかにした。 さらに, これらの報告中で紙数の都合で省略されている項を
示した。 
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を与える式 (、t出i江, 2016, 2017b) , イオンの活量係数を
与える式 (、i 江, 2016, 2017b) , 電気的中性化学種が溶
解している単一電解質水溶液の過剰ギブスエネルギ ,ー 
浸透係数, 溶質の活量係数を与える式を示してきた (、i
江, 2017b)。 本報告では, 四成分系以上の多成分系混合
電解質水溶液に複数種の電気的中性化学種が溶解してい
る場合を考えて, この水溶液の過剰ギブスエネルギ ,ー 
浸透係数, 溶質の活量係数を与える式を導く。 既に, 
Pitzer (1991, 1995) が結果だけを示しているが, その計
算過程を示していない。 さらに, Pitzer (1991) が過剰ギ
ブスエネルギーを表す式を導く ために示したEq. (F-5) 
に誤植がある。 Eq. (F-5) 中のｵmn.の総和を取る項にかけ
あわせている3 は誤りであり6 である。 さらに, 3 つの
総和記号の下に付している2 つの不等号は不要である。 




イオンの活量係数を与える式を導く。 この結果, Pitzer 
(1991) 中で与えられている単独イオンの活量係数の計
算式 (任意の陽イオンM に関するEq. (F-7) と任意の




適用するとPitzer (1995) 中のEq. (17-30) と一致する。 
もっとも, Pitzer (1995) 中のEq. (17-30) では, 3体間
相互作用の項が省略されている。 そこで, 本研究では省
略されている項を補って示す。
Pitzer (1991) が印刷中の段階で, これを引用して
Clegg and Brimblecombe (1990a) が電気的中性化学種の
活量係数の計算式を結果だけではあるが示している。 ま













水に電荷数が z, のイオンi と複数種の電気的中性化
学種が溶解している水溶液を考える。 水溶液中での水と
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n,(J ,) や m , ( ) を表記と して用いる。 前者はイ オン, とは
異なるイオンJ の物質量 (モル) を表し, 後者はイオン
z とは異なるイオンj の質量モル濃度を表す。 さらに複
数種の電気的中性化学種を考えるためにn'(n' ≠n) や n" 




run, 活量係数をγ,とγn , 水のモル質量をM (単位は g/ 
mol) , 水の活量を awと表す。 そして, 水の化学ポテン
シャルをｵw, 標準状態における水の化学ポテンシャルを






1 中の式 (1) と して示す。 分母に現れる総和はすべて
のイオンおよびすべての電気的中性化学種について取っ
ている。 この定義式より, 水の化学ポテンシャルを表1 
中の式 (2) のよう に浸透係数と関連付けることができ
る。 式 (2) の右辺中のR は気体定数, Tは絶対温度で
表した温度である。 混合ギブスエネルギーΔ(i'm は , イ
オン i と電気的中性化学種の化学ポテンシャル(ｵ, とｵn) , 
こ れらの標準状態における化学ポテンシャル(ｵ1 とｵ ) 
および水の化学ポテンシャルを用いて表1 中の式 (3) 
として表すことができる。 溶質の活量係数と質量モル濃
度および浸透係数を用いると式(3) を表1 中の式 (4.1) 
に変形するこ とができる。 右辺の最後の項でMwm,nw/ 
1000がn, と等しくなり, Mwmn w/1000がnnと等しく なる
こ と を用いると, イオンや電気的中性化学種の物質量
(モル) によって式 (4.2) のように表すことができる。 
さらに, 水の質量 (kg) を w と表してΔGm を w を用
いて表すと表1 中の式 (5)になる。
さて, 溶質の物質量 (モル) の総和が 0 に近づく とφ 
の値は 1 に近づく。 これは, 後で示す過剰ギブスエネル
ギーの計算式を導く時に必要となる。 水1 kg中にmwモ
ルの水が含まれていると表して, 水の活量係数が組成に
依存しないで常に1 と等しい水溶液を考える。 そして, 
水の化学ポテンシャルが組成変化に応じてRaoult の法
則に従って変化すると考えると, 水の活量は水のモル分
率と等しく なる。 そこで, 式 (1) で示した関係式より
この水溶液の浸透係数φ'dは表 1 中の式 (6) の右辺と等
しく なる。 式(6) の右辺を表1 中の式 (7.1) のように
変形した後で自然対数を取っている項の分母と分子を入
れ替えて式 (7.2) のようにする。 mwに比べて溶質の質
量モル濃度の総和が十分に小さい時には自然対数を展開
して表1 中の式 (8) を得ることができる。 ここで, 式
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(8) 中に現れているrは任意の自然数である。 溶質の質
量モル濃度の総和が0 に近づく と(言い換えれば, 水の
モル分率が1 に近づく と) , ブラケット内の二次以上の
項を無視するこ とができる。 したがって, 式 (8) の右
辺の値は 1 に近づく。 水の活量係数も考慮に入れるとし
ても水のモル分率が1 に近づけば, 水の活量係数はどの
よう な水溶液であっても1 に近づく。 したがって, 標準
状態では浸透係数の値が1 である。
また, イオン, の質量モル濃度m, が 0 に近づく と, 
その活量係数γ, は 1 に近づく。 同様に, 電気的中性化
学種の質量モル濃度 runが 0 に近づく と, その活量係数
γnは 1 に近づく。 そこで, すべての溶質の質量モル濃
度が 0 に近づく とφ→1 であり, 任意のイオン, と電
気的中性化学種 nについて1 - φ + Inγ, + my,n → 0で
あ るo
ここで, 同温 ・ 同圧条件下で任意の組成について浸透
係数が 1 であって, すべての溶質の活量係数も1 になっ
ている仮想的な水溶液を考える。 この水溶液を理想溶液










ブスエネルギー(i'm' x, 'dを引いた値と等しく なる。φ と任
意のイ オンi に関するγ, と任意の電気的中性化学種に関
するγnの値を 1 とおいて求められる理想溶液の混合ギブ
スエネルギーを表1 中の式 (9) として示す。 式(5) の
右辺から式 (9) の右辺を引いて, GEを表1 中の式 (10) 
と して求めるこ とができる。 GEを水と溶質の物質量






スエネルギーは表2 中の式 (12), イオンz の部分モル過
剰ギブスエネルギーは表2 中の式 (13), 電気的中性化
学種の部分モル過剰ギブスエネルギーは表2 中の式
(14) として表すことができる。 そして, GEをこれら部
分モル過剰ギブスエネルギーを用いて表2 中の式 (15) 
と して表すことができる。 任意のnwとn, とnnの値で式
(15) の右辺と式 (11) の右辺が常に等しく なるためには
表 2 中の関係式 (16) から関係式 (18) が成立する必要
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表 1 電気的中性化学種を含む多成分系混合電解質水溶液の浸透係数の定義式, 理想溶液の浸透係数と混合ギブスエ
ネルギ ,ー 実在溶液の混合ギブスエネルギーと過剰ギブスエネルギーの定義式* 
φ= ー Σmj Σ run( )
Z n 
ｵw = ｵ 一 
maw (1) 
' ' ' ' ” 1000
△GmiX = nl(ｵ1 - ｵ,°) + nn(ｵn - 
(2)
ｵn)十nw(ｵw 一ｵw) (3) 
△Gm'X = 'lin,RT、n(m,γ,、+ nnRTln (runγ、一n M wl Σmi 十Σrun 、RTφ 、 一' n 、 ーノ L 1000 
= RT{ n j [ In(mj一十-mny1n) - φ]} (4.2)
△GmiX = RTW{ mj[ In(m-] 十 run[ In(-- φ]} (5) 
ld = _「_ m in「
_
_mw _ (6) 
ld = l(7 1) 
=〔 )hL'+ 」(7・2)
φtd =-[--〔 )2 △GmiX' id = 「 [ m1( hm1- 1) + mn(1nmn-1)] (9) 
GE = 「 [ mi(1一 ) + mn(1一 小 o) 
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ここで, 温度・ 圧力を一定にして式(16) から式 (18) 
の右辺を水の質量と溶質の質量モル濃度で表すことを考
える。式(12) の右辺は表3 中の式 (19) になり, 式 (13) 
の右辺は表 3 中の式 (20) になり, 式 (14) の右辺は表
3 中の式 (21) になる。
さて, 式 (19) の左辺は式 (12) の右辺と同一であり, 
式 (12) の左辺は式 (16) の右辺と等しい。 したがって
表 3 中の等式 (22) が成立する。 そして, 式 (22) より
表 3 中の式 (23.1)を得ることができる。 式(19) に示し
た関係式より式(23.1)を式 (23.2) のように表すことも
できる。式(20) の左辺は式 (13) の右辺と同一であり, 
式 (13) の左辺は式 (17) の右辺と等しい。 したがって
表3 中の等式 (24) が成立する。 そこで, 式 (24) より
表 3 中の式 (25) を得ることができる。 また, 式 (21) 
の左辺は式 (14) の右辺と同一であり, 式 (14) の左辺
は式 (18) の右辺と等しい。 したがって表3 中の等式





含む関数 f , 2 体間相互作用λ, , 3 体間相互作用τを用い
て表すと表4 中の式 (28.1) になる。 これまでの報告
(、 江, 2016, 2017a, 2017b) と同じく3 体間相互作用を
















T , W , m i , run,(n.. n) 
=( )~_+ mn(1一 )] (22) 
φ一1 = - [ ( )L
, 
(23.1)
T, n, , nn 
=--r Σ Σm ( )_ (23 2), n'「 = Rimγj (24)om, J p, r , , mJo.,), run
、nγj=[ ( )] (25)
p, T, py, m .,), run
'「 l = 「h n (26)W lilmn
J p, T, w , m,, run(n,.n)
, n=[ ( 〕] (27)
p, T, W, m , run(n.n) 
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こでは用いる。 λとτに付した下付き文字i と j と k はイ
オンを表し, n と n'と n" は電気的中性化学種を表す通
し番号である。 式(28.1) 中で同符号の電荷を持つイオ
ンの3 体間相互作用は無視している(Pitzer, 1973)。 こ
こで, 式 (28.1) の右辺を溶質の質量モル濃度で表すと





ない部分に分けておく。 前者F を表4 中の式 (29) とし
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表 4 電気的中性化学種を含む多成分系混合電解質水溶液の過剰ギブスエネルギーをイオン間相互作用, イオ
ンと電気的中性化学種の間での相互作用および電気的中性化学種間相互作用によって表す式
=(f + 一+ 一)+ (2 -n+ 一n')
+ n1 J・nnr,・n+ (3 n1nnnn,rfm, + 器 nnnn,nn"rm,n") (28・1)
=(f + m1mJ + m1mJm rz)+ 2 m-n+ mnmn, , + 3 mfmJmn , n
+3ΣΣΣmimnmnl inn,+ΣΣΣmnmnmn"τnn,n" (28.2)
I n n' n n' n''
1 1F = f 十 
w
ninJ 十 ΣninJnk tk (29)
W I J W I J k 
= n-n + nnnn, , + n,nJnn z-n+ (3 ,nnnn,r,m, + nnnn,nn"rm ”) (30) 
て表し, 後者D を表4 中の式 (30) として表す。 
4 水の浸透係数
水の浸透係数は式 (28.1) の右辺を式 (23.2) の右辺に
代入することで求めることができる。 式(28.1) の右辺
中の式 (29) に関する部分の計算は、 江 (2016) 中に結
果が示されている。 そこで, 式 (30) に関する部分の計
算過程を以下に示す。 式(30) の右辺を式 (23.2) に代







た結果を式 (31.2) として示し, 質量モル濃度で表した
ものを式 (31.3) として示す。
式 (28.1) の右辺を式 (23.2) の右辺に代入した式を表
6 中の式 (32.1) として示す。 右辺の最初のブラケット
内の計算式は社江 (2016) 中の式 (77.2) の右辺に∑m, を
乗じた式になる。 この結果と本報告中の式(31.3) を本
報告中の式 (32.1) に代入すると式(32.2) になる。 この
式が浸透係数を与える式であり, Pitzer (1991) 中の Eq. 




イオンの活量係数は式 (28.2) の右辺を式 (25) の右
辺に代入することで求めることができる。 式(28.2) の
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右辺中の式 (29) に関する部分は社江 (2017a) 中に結果
が示されている。、 江 (2017a) では任意の陽イオンを





式 (30) の右辺を式 (25) に代入して, 陽イオンM に
ついて求めた結果を表7 中の式 (33.1) として示す。 イ
オンと電気的中性化学種の間での2 体間相互作用と電気
的中性化学種間の2 体間相互作用はイオン強度に依存し
ないと した。 さらに, 3 体間相互作用はすべてイオン強
度に依存しないとした。 これらより, 式 (33.1) を計算
した結果を質量モル濃度で表したものを式(33.2) と し
て示す。 同様に, 陰イオンx について求めた結果を表
7 中の式 (34.1) として示し, この計算結果を質量モル
濃度で表したものを式(34.2) として示す。
式 (28.2) の右辺を式 (25) の右辺に代入して陽イオ
ンM に関して求めた式は表8 中の式 (35.1) である。 右
辺の最初の偏導関数は、i 江 (2017a) 中の式 (25.2) とし
て結果が与え られている。 この結果と本報告中の式
(33.2) と して求めた結果を代入して得られる式を式
(35.2) として示す。 同じようにして, 式 (28.2) の右辺
を式 (25) の右辺に代入して陰イオンx に関して求めた
式は表 8 中の式 (36.1) である。 右辺の最初の偏導関数
は、i 江 (2017a) 中の式 (29.2) として結果が与えられて
いる。 この結果と本報告中の式(34.2) として求めた結
果を代入して得られる式を式(36.2) として示す。
、t出i江 (2017a) は陽イオンM と陰イオンx の平均活量
係数をイオンの電荷数 (zMと zx) を用いて式 (19.3) と
、i 江 靖 弘
表 5 水の浸透係数を求めるための式 (30) に関する計算* 
Σーmj Σ run[ ( )] 
Σmj + Σ run 
Z n 
{。[ (2 -n + nn n, ,)+ (3 n,ー一 ,w ,m,+器 nnn,nn”rm,n")]} (31・1) -n + nnn, ,)+ (3 n1-fn+3器n-n, 1rm, +器 nnn,nn" m,n")] (31.2) 
= [2ΣΣm-n十ΣΣmnmn, ,十2「3ΣΣΣm1mJnn zn十3ΣΣΣm-n, 1m,十ΣΣΣmnmn,run" m,n" ] (31.3)Σmi +Σ run , n n n' , J n , n n, n n' n" Z n 
*偏導関数である式(31 .1 ) 中で一 定にする変数の表記を省略している。 
表 6 電気的中性化学種を含む多成分系混合電解質水溶液中での水の浸透係数
φ一1 = Σmj +Σrun 
Z n 
[ ( )]一Σmj Σrun[ ( )] (32.1) 
+ 2 ΣΣmemo, 「(0cc, + I'a'cc, ) +Σmay cc,a
、 
+ ΣΣmama,[ (On, + I'1aa, )] + Σmcycaa,1Σmj +Σmnl c c<c' L a 」 a a<a' c 
1 n
' [ ( )]十一2ΣΣmimnλin十 ΣΣmnmn,λnn, 十2 3ΣΣΣmimjnnτりn十3ΣΣΣmimnmnτ inn, 十 ΣΣΣmnmn,run”1◆nn,n" (32・2)Σmj十Σ run I n n n' I J n I n n' n n' n"Z n 
*偏導関数である式(32.1 ) 中で一 定にする変数の表記を省略している。 
表 7 イオンの活量係数を求めるための式 (30) に関する計算* 
( )
={ [ (2 -n + nnnn, n,)+ (3 n-n+3器n-n,r ,nn, +器nnwnn,n”)]} (33・1) 
= 2ΣrunλMn+6ΣΣmimnτMin+ 3ΣΣmnmn,τMnn, (33・2)
n i n n n'
( )
={ [ (2 -n + nnnn, ,)+ (3 -r,fn + 3 n-n,r ,nn, +器nnnn, n"rm ,n")]} (34・') 
= 2Σrunλxn+6ΣΣmimnlx1n+ 3ΣΣmnmn,τxnn, (34.2)
n Z n n nl 
*偏導関数である式(33 .1 ) と偏導関数である式(34.1 ) 中で一 定にする変数の表記を省略している。 
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表 8 電気的中性化学種を含む多成分系混合電解質水溶液中での任意の陽イオンM と任意の陰イオンx の活量係数,
およびM と x の平均活量係数を求めるための計算過程* と計算結果
h M=( )+( ) (35・1) 
= z f +2 ma( Ma+ ZCMa)+ 2 mc c+ mcma(z ca+ zMCca + cMa) + z m cmc, cc, 
+ 1ΣΣ一一a ,) + zM[(Σ 一Σ )+ 3ΣΣmcma( - )]2 a a' c zc a lzal 2 c a zc lzal
十2ΣrunλMn十6ΣΣm jmnlMm十3ΣΣmnmn,1Mnn, (35.2)
n I n n n l 
h x=( )+( ) (36・,)
1, ,つ _ 1
In '1/ . l ,- = 一/士' MA zM十lzxl 
In ±
' MX = zM zx「lZ
(37) 
[ZXl( )+ ZM( )] 
(38) 
(lzxl2 c,+ y ccx) 
= (2 -Mn +6 mimn Mfn + 3 mnmn, Mnn,)+ (2 mnλxn +6 m1mn x1n + 3 mnmn, xrm,) (39.1) 
= [2 mn(lZxlλMn + ZMλxn) + 6 mfmn(lZxl「M in + ZM「x fn) +3 mnmn,(lZxl「Mrm, + ZM「xm,)] (39・2)
b ±,Mx = l-'+ 「rna(Ma+ ZCMa+ a)l+ 「mc( ex + ZCcx + c)l 
+l- mcmaしca + J+ し mcma c +差m emo, cc J
+ ( m cma cMa + m ama, M aa,)+ lzMzxl mcm c, cc, + lzMzx l m ama, aa,
+ [2 mn(lzxlλMn + zMλxn) +6 m1mn(lzxl M1n + zMrx1n) + 3 mnmn,(lzx l Mnn, + zM n,)] (40) 
*偏導関数である式(35.1), 式(36.1), 式(38), 式(39.1 ) 中で一 定にする変数の表記を省略している。 
して示した。 この式を表8 中の式 (37) として示す。式
(37) に式 (35.2) と式 (36.2) を代入することでM とx 
の平均活量係数を求めることができる。表8 中の式 (38) 
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は F とD を用いて表した式である。 式 (38) の右辺の最
初のブラケ ッ ト をzMと zxの絶対値の和で割った値は, 
、t出i江 (2017a) 中の式 (30.2) として結果が与えられてい
、i 江 靖 弘
る。 二番日のブラケッ ト をzMと zxの絶対値の和で割っ
た値は, 式 (33.2) と式 (34.2) を代入して表8 中の式
(39.1) として求めることができる。 式(39.1) を整理し
て式 (39.2) を得ることができる。 そこで, 社江 (2017a) 
中の式 (30.2) と本報告の式 (39.2) を本報告の式 (38) 
に代入することでイオンM とイオンx の平均活量係数




を表9 中の式 (41.1) として示す。 偏導関数を考える時
に 0 ではない電気的中性化学種nの質量モル濃度を一 
定にしている。 過剰ギブスエネルギーを与える式(28.2) 
を代入すると式(41.2) を得ることができる。 この時, 
イオン強度がm。に依存しないのでf やλのm。に関する
偏導関数がすべて0 と等しく なることを用いている。 式
(41.2) を計算した結果が式 (41.3) であり, この式が任
意の電気的中性化学種 0 の活量係数を与える式である。 




質 0 が単一電解質水溶液に溶解している場合を考える。 
ここでは, 1 モルの電解質Q からvMモルの陽イ オンM 
とvx モルの陰イ オンx が生じる水溶液を考える。 式
(41.3) 中でイオンと して陽イオンM と陰イオンx だけ
を考え, 電気的中性化学種と して0 だけを考えた時の
計算結果を表10中の式 (42) として示す。 この式は、n江
(2017b) 中で示した0 の活量係数を与える式と同じもの
である。
電解質の濃度が 0 に近づく時を考えると0 の活量係
数は表10中の式 (43) になる。 溶解度が非常に小さいの
で, 0 の活量係数を 1 とおく こ とができる (例えば, 
Clegg and Brimblecomb, 1990a)。 これは, λ00とτcooの
値が 0 と等しいことに相当する。 あるいは, 純水中での
0 の溶解度をs°(met/kg) と表して, m。< s°の時にγ。= 
1 とおいた時のことでもある。
次に, 純水中での 0 の溶解度と電解質水溶液中での
0 の溶解度の比を考える。 温度と圧力は共通であるとし
て, 電解質水溶液中での溶解度をsと表し, 電解質水溶
液中での 0 の活量係数をγ。と表す。 純粋な固相0 の化
学ポテンシャルをｵ。(s), 標準状態における水溶液中の0 
の化学ポテ ンシャルをｵi) と表して, 固相と液相中の0 
の間での化学平衡を考えると表10中の式 (44) と式 (45) 
で示す2 つの等式が成立する。 等式(44) と等式 (45) 
の左辺は共通であるので, 右辺同士も等しく なる。 この
ため, 表10中の式 (46) が成立する。 式 (42) 中の
。。とτ。。。の値を0 とおいて求められる式を式(46) の右
辺に適用すると表10中の式 (47) になる。 電解質濃度と
moが 0に近い場合, 式 (47) の右辺中で ruMやmxの二
乗を含む項, mMmxやm。ruMやm。mxを含む項を無視する
ことができよう。 これらの項を0 とおく とs°と sの比
の対数値は表10中の式 (48.1) で近似できることになる。 
なお, 式 (48.1) の右辺は式 (48.2) として示すように電
解質の濃度 mQで表すこ とができる。 この比例式は
Sechenov式 (あるいはSetschenow式) に相当する。 固
体の水への溶解を考える際に水和を伴う場合があるが, 
表 9 電気的中性化学種を含む多成分系混合電解質水溶液中での任意の電気的中性化学種0 の活量係数
b。=[ ( )]_
m m ( 。)
(4'・') 
=1 L m,m n n + m nm n, n,J」f p, T, W, m,, run(n≠0)
十 { [「3Σ Σ ΣmjmJmn 1n十3ΣΣΣmjm nm n jnn, 十 ΣΣΣm nm n,run"τ nn,n”]} (41 ・2)m 0 l J n I n n' n n' n" P, T, W, mj , run(n・0)
=2Σmjλj0 十2Σ runλOn十3ΣΣm jmJ・fJ0十6ΣΣm jm n「jn0 十3ΣΣm nm n,「nn,0 (41 .3)
z n z J z n n n' 
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混合電解質水溶液のPitzer式 ( その5 ) 複数種の電気的中性化学種が溶解している混合電解質水溶液のPitzer式
表10 単一 電解質水溶液に一種類の電気的中性化学種が溶解している時の電気的中性化学種の活量係数と Sechenov
式との関係
Inγ0 = 2mMλMO十2mxλx0十2m0λ00十3m ◆MM0十6mMmx「Mx0十3m τxx0十6mMmo「MOO十6mxmo「x00十3m τ000 (42) 
Inγo = 2moλ00十3m coo ( ruM→ 0, mx → 0) (43)
ｵo(s) = ｵo + im( so) (;44)
ｵo(s) = ｵo + RTln(sγo) (45)
h「 = In 0 (46)
sJ 
h「、 = 2mMλMO十2mxλx0十3m 「MM0十6mMmx「Mx0十3m 「m十6m0( ruM・MOO十 mx「x00) (47)しsJ 
h「 -:' 2mMλMo +2mxλxo (48.1)しsJ
2mQ(VMλMO十 Vxλx0) (48.2) 
式 (43) からも明らかなように0 と水の間での相互作用
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